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В случае двух степеней свободы рассматриваются одновременная диагонализация пар квадратичных по им-
пульсам гамильтонианов, коммутирующих относительно стандартной скобки Пуассона, и приведение такой пары
к канонической форме. Предложена вещественная схема частичного разделения переменных для волчка Клебша.
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On the Reduction of the Pair of Hamiltonians Quadratic in Momenta to Canonic
Form and Real Partial Separation of Variables for the Clebsch Top
We examine simultaneous diagonalization of pairs of commuting Hamiltonians of two degrees of freedom, quadratic
in momenta, and their reduction to canonical form. A real partial separation of variables for the Clebsch top is carried out.
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1. Введение
В работе [1] была предложена универсальная схема частичного разделения переменных для
пары гамильтонианов, квадратичных по импульсам и коммутирующих относительно стандартной
скобки Пуассона. Эта схема основана на явном построении полного решения соответствующе-
го уравнения Гамильтона–Якоби. В [1] предполагалось, что гамильтонианы не содержат пере-
крестных по импульсам членов вида p1p2, поскольку в предыдущей работе [2] был указан способ
устранения членов такого вида с помощью канонического преобразования, линейного по им-
пульсам. Так как данный способ носил формальный характер и вызвал целый ряд вопросов у чи-
тателей, в данной заметке мы укажем явную схему приведения произвольной пары коммутирую-
щих гамильтонианов к каноническому виду (см. доказательство теоремы 1).
В качестве примера применения общей схемы мы предъявим полностью вещественную схе-
му частичного разделения переменных для волчка Клебша.
В приложенииА приведены результаты работ [1,3], касающиеся явного построения решения
уравнения Гамильтона–Якоби для произвольной пары коммутирующих квадратичных гамиль-
тонианов в случае двух степеней свободы. Частичная классификация и гипотетически полный
список таких пар содержится в [1, 2].
2. Каноническая форма пары коммутирующих квадратичных
гамильтонианов
В работах [2–8] изучалась следующая задача о парах коммутирующих гамильтонианов,
квадратичных по импульсам.
Рассмотрим пару гамильтонианов вида
H = ap21 + 2bp1p2 + cp
2
2 + dp1 + ep2 + f, (2.1)
K = Ap21 + 2Bp1p2 + Cp
2
2 +Dp1 +Ep2 + F, (2.2)
коммутирующих относительно стандартной скобки Пуассона {pα, qβ} = δαβ . Коэффициенты
в формулах (2.1), (2.2) — некоторые (локально) аналитические функции переменных q1, q2.
Теорема 1. Любая пара коммутирующих гамильтонианов (2.1)–(2.2) может быть
сведена с помощью канонического преобразования, линейного по импульсам, к паре вида
H =
U1 − U2
s1 − s2 , K =
s2 U1 − s1 U2
s1 − s2 , (2.3)
где
U1 = S1(s1)P
2
1 +
√
S1(s1)S2(s2)Zs1
(s1 − s2)
P2 −
S1(s1)Z
2
s1
4(s1 − s2)2
+ V1(s1, s2),
U2 = S2(s2)P
2
2 −
√
S1(s1)S2(s2)Zs2
(s1 − s2)
P1 −
S2(s2)Z
2
s2
4(s2 − s1)2
+ V2(s1, s2),
(2.4)
V1 =
1
2
√
S1(s1) ∂s1
(√
S1(s1))
Z2s1
s1 − s2
)
+ f1(s1),
V2 =
1
2
√
S2(s2) ∂s2
(√
S2(s2))
Z2s2
s2 − s1
)
+ f2(s2)
(2.5)
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для некоторых функций Z(s1, s2), Si(si) и fi(si). Здесь {Pα, sβ} = δαβ . Скобка Пуассона
{H,K} равна 0тогда и только тогда, когда
Zs1,s2 =
Zs1 − Zs2
2(s2 − s1)
(2.6)
и (
Zs1
∂
∂s2
− Zs2 ∂∂s1
) (
V1 − V2
s1 − s2
)
= 0. (2.7)
Доказательство. Введем новые координаты s1, s2 так, чтобы квадратичная часть гамильтониа-
нов (2.1), (2.2) стала диагональной. А именно пусть s1, s2 являются корнями уравнения
Φ(s, q1, q2) = (B − bs)2 − (A− as)(C − cs) = 0. (2.8)
Тогда, как нетрудно проверить, каноническое преобразование
(q1, q2, p1, p2)→ (s1, s2, P1, P2) : p1 = −
(
Φ1q1
Φ1s1
P1 +
Φ2q1
Φ2s2
P2
)
, p2 = −
(
Φ1q2
Φ1s1
P1 +
Φ2q2
Φ2s2
P2
)
, (2.9)
где Φi = Φ(si, q1, q2), преобразует пару (2.1), (2.2) к виду
H =
U1 − U2
s1 − s2 , K =
s2 U1 − s1 U2
s1 − s2 .
Условие равенства нулю коэффициентов приP 3
1
, P 2
1
P2, P1P
2
2
, P 3
2
в скобке Пуассона {H,K} при-
водит к следующей форме для U1, U2 :
U1 = S1(s1)P
2
1 + d˜P1 + e˜P2 + f˜ , U2 = S2(s1)P
2
2 + D˜P1 + E˜P2 + F˜ . (2.10)
При этом функции Si определяются формулой
Si(si) =
1
(Φiqi)
2
((asi −A)(Φiq1)2 + 2(bsi −B)Φiq1Φiq2 + (csi − C)(Φiq2)2).
Легко проверить, что коэффициенты при P 2
1
, P 2
2
, P1P2 в скобке Пуассона {H,K} равны нулю,
если и только если
d˜ = 2S1(s1)
∂F (s1, s2)
∂s1
, e˜ =
√
S1(s1)S2(s2)Zs1
(s1 − s2)
,
D˜ = −
√
S1(s1)S2(s2)Zs2
(s1 − s2)
, E˜ = 2S2(s2)
∂F (s1, s2)
∂s2
,
где Z(s1, s2), F (s1, s2) — некоторые функции и
Zs1,s2 =
Zs1 − Zs2
2(s2 − s1)
.
Применим каноническое преобразование
Pˆ1 = P1 +
∂F (s1, s2)
∂s1
, Pˆ2 = P2 +
∂F (s1, s2)
∂s2
.
В результате коэффициенты d˜, E˜ в (2.10) станут равными нулю. При этом условии легко прове-
рить, что если коэффициенты при P1, P2 в скобке Пуассона {H,K} равны нулю, то U1, U2 имеют
вид (2.4), (2.5). Наконец, свободный член скобки Пуассона равен нулю тогда и только тогда, ко-
гда выполнено уравнение (2.7).
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. В результате преобразования (2.9) коэффициенты (2.10) оказываются функциями
от q1, q2, s1, s2. При этом в наиболее интересных случаях коэффициенты являются рациональными по q1
и q2. Задача исключения переменных q1, q2 в силу соотношения (2.8) часто оказывается технически слож-
ной. Для исключения можно использовать понятие результанта. Чтобы вычислить некоторую величину
f(q1, q2, s1, s2) в переменных s1, s2, нужно проделать следующее.
Пусть F = numer(f(q1, q2, s1, s2)− t), т. е. F — числитель соответствующего рационального выра-
жения. Вычислим
Eq = R(R(Φ(s1, q1, q2), F, q2), R(Φ(s1, q1, q2),Φ(s2, q1, q2), q2), q1),
гдеR(a(x), b(x), x) = resultantx(a, b).Решая уравнениеEq = 0 относительно t, получаем искомуюфунк-
цию fˆ(s1, s2).
3. Разделение переменных для волчка Клебша
Рассмотрим гамильтониан и дополнительный интеграл волчка Клебша
H = 1
2
(M21 +M
2
2 +M
2
3 ) +
1
2
(λ1γ
2
1 + λ2γ
2
2 + λ3γ
2
3), (3.1)
K = (λ1M
2
1 + λ2M
2
2 + λ3M
2
3 )− λ1λ2λ3(
γ2
1
λ1
+
γ2
2
λ2
+
γ2
3
λ3
), (3.2)
где λi — произвольные параметры. ФункцииH иK коммутируют относительно линейных скобок
Пуассона алгебры е(3)
{Mi,Mj} = εijkMk, {Mi, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0.
Зафиксируем значения функций Казимира этих скобок:
γ21 + γ
2
2 + γ
2
3 = a
2, M1γ1 +M2γ2 +M3γ3 = l.
Тогда формулы
M1 = −p1q1q2 + 12p2(q
2
1 − q22 − 1) +
l q1
2a
(q2
1
+ q2
2
+ 1)
(q2
1
+ q2
2
)
,
M2 = p2q1q2 +
1
2
p1(q
2
1 − q22 + 1) +
l q2
2a
(q2
1
+ q2
2
+ 1)
(q2
1
+ q2
2
)
,
M3 = p1q2 − p2q1, γ1 = 2aq1
(q2
1
+ q2
2
+ 1)
,
γ2 =
2aq2
(q2
1
+ q2
2
+ 1)
, γ3 =
a(q2
1
+ q2
2
− 1)
(q2
1
+ q2
2
+ 1)
(3.3)
задают вещественные координаты Дарбу (p1, p2, q1, q2) на симплектическом листе общего поло-
жения.
Подставляя (3.3) в (3.1), (3.2), получаем пару вида (2.1), (2.2) с рациональными по q1, q2 ко-
эффициентами. Используя результаты главы 2, приведем эту пару к каноническому виду. В ре-
зультате получим пару коммутирующих гамильтонианов (2.3), (2.4), (2.5), где
S1(x) = S2(x) = S(x) = −2(x− 2λ1)(x− 2λ2)(x− 2λ3),
Z(x, y) = i la(x+ y), f1(x) = f2(x) = f(x) = −
a2
4
x2 + a
2
2
x(λ1 + λ2 + λ3).
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Наличие мнимой единицы в выражении для Z(x, y) приводит к необходимости сделать пе-
реобозначение
i
√
S(x)S(y)→
√
−S(x)S(y).
При этом легко видеть, что все коэффициенты в гамильтониане и дополнительном интеграле яв-
ляются вещественными при условии, что переменные s1, s2 находятся в «правильных» проме-
жутках между корнями многочлена S.
Используя формулу (3.13) (см. приложение А), вычислим соответствующую алгебраиче-
скую кривую. Оказывается, что она имеет вид Φ(ξ, Y ) = 0, где
Φ(ξ, Y ) = l2+16 (hξ−k)Y 2+4ξa2(ξ−2λ1−2λ2−2λ3)Y 2+32Y 4(ξ−λ1)(ξ−λ2)(ξ−λ3), (3.4)
h и k — значения H и K. Эта кривая фактически совпадает с кривой, возникающей из пары
Лакса [9] для волчка Клебша. Для наиболее невырожденных пар квадратичных гамильтониа-
нов представление Лакса неизвестно. При нашем подходе кривая определяется независимо от
каких-либо пар Лакса.
Формула η = ξ2 + l
2
4a2Y 2
определяет кривую (3.4) как накрытие над кубикой
a4η2 − a2η
(
a2ξ2 + 2a2ξ(λ2 + λ2 + λ3) + 4k − 4hξ
)
− 4ξ2a2(hξ − k)+
+2(ξ − λ1)(ξ − λ2)(ξ − λ3)l2 + 2ξ3a4(λ2 + λ2 + λ3) = 0.
(3.5)
Негиперэллиптическая кривая (3.4) имеет род 3 и базис голоморфных дифференциалов
Ω1 =
∂Φ/∂h
∂Φ/∂Y
, Ω2 =
∂Φ/∂k
∂Φ/∂Y
, Ω3 =
Y
∂Φ/∂Y
.
Для линеаризации потока, соответствующего гамильтониануH , необходимо найти обратное пре-
образование Абеля
t =
ξ1∫
ξ0
Ω1 dξ +
ξ2∫
ξ0
Ω1 dξ +
ξ3∫
ξ0
Ω1 dξ, 0 =
ξ1∫
ξ0
Ω2 dξ +
ξ2∫
ξ0
Ω2 dξ +
ξ3∫
ξ0
Ω2 dξ (3.6)
при учете того факта, что точки (ξ1, η1), (ξ2, η2), (ξ3, η3) лежат на одной прямой
η = ξ(s1 + s2)− s1s2 (3.7)
(здесь ηi = ξ2i +
l2
4a2Y 2
i
). Это означает, что новые динамические переменные эволюционируют на
примиане алгебраической кривой (3.4). Авторы благодарны П. Г. Гриневичу, указавшему на этот
факт.
Отметим, что функции ξi(s1, s2), i = 1, 2, 3, являются корнями кубического уравнения, в ко-
торое превращается (3.5) после подстановки (3.7). Для произвольной пары коммутирующих
квадратичных гамильтонианов левая часть соответствующего кубического уравнения задается
формулой (3.13) из приложения А. Подставляя последовательно ξ = ξi в (3.13) и исключая из
полученных 3-х уравнений переменные s1, s2, можно получить алгебраическую связь между ξi.
По-видимому (особенно в вещественном случае), решение уравнения Гамильтона–Якоби
со связью (см. приложение А) и соответствующее ему разделение переменных типа (3.6) — это
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лучшее, на что можно рассчитывать для таких моделей, как волчки Манакова и Клебша [11–13]
или гиростат Ковалевской [14,15], где род соответствующей алгебраической кривой больше, чем
число степеней свободы.
Благодарности. Авторы благодарны A.В. Борисову, И.С. Мамаеву, F. Magri и М.А. Семе-
нову-Тян-Шанскому за внимание к работе. В.С. благодарен университету г. Дижона за госте-
приимство. Исследования были частично поддержаны грантом РФФИ 08-01-00453-а, а также
грантом НШ-3472.2008.2.
Приложение. Универсальная формула для решения уравнения
Гамильтона–Якоби
Пусть H и K имеют вид (2.3)–(2.5). Рассмотрим систему H = h, K = k, где h, k — про-
извольные постоянные. Пусть p1 = F1(x, y), p2 = F2(x, y) — ее решение. Здесь и далее мы
используем обозначения x и y вместо q1 и q2. Из известной леммы Якоби следует, что если
{H, K} = 0, то ∂F1
∂y
=
∂F2
∂x
. Чтобы найти функцию действия S(x, y, h, k), достаточно в явном
виде решить совместную систему
∂
∂x
S = F1,
∂
∂y
S = F2.
Перепишем формулыH = h, K = k в виде
p21 + ap2 + b = 0, p
2
2 +Ap1 +B = 0, (3.8)
где
a =
Zx
x− y
√
S2(y)
S1(x)
, A = − Zy
x− y
√
S1(x)
S2(y)
,
b = − Z
2
x
4(x− y)2 +
V1 − hx+ k
S1(x)
, B = −
Z2y
4(x− y)2 +
V2 − hy + k
S2(y)
.
Легко проверить, что
2by +Aax + 2aAx = 0, 2Aay + aAy + 2Bx = 0. (3.9)
Используя уравнения (2.6) и (2.7), нетрудно получить также следующее тождество:
Abx − aBy + 2Axb− 2ayB = 0. (3.10)
С помощью стандартной техники резольвент Лагранжа (см., например, [10]) сведем систе-
му (3.8), эквивалентную алгебраическому уравнению степени 4, к системе
uv = 1
4
aA, (3.11)
Au3 + 4 bau
2v − 4B
A
uv2 − av3 = 0, (3.12)
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которая эквивалентна кубическому уравнению относительно u2. А именно пусть (uk, vk),
k = 1, 2, 3, — решения системы (3.11), (3.12) такие, что
u2
1
+ u2
2
+ u2
3
= −b, v2
1
+ v2
2
+ v2
3
= −B,
u1u2u3 = −18a
2A, v1v2v3 = −18A
2a.
Тогда формулы
p1 = u1 + u2 + u3, p2 = v1 + v2 + v3;
p1 = u3 − u1 − u2, p2 = v3 − v1 − v2;
p1 = u2 − u1 − u3, p2 = v2 − v1 − v3;
p1 = u1 − u2 − u3, p2 = v1 − v2 − v3
определяют четыре решения (3.8). Для определенности будем рассматривать первое из них.
Лемма 1. Для i = 1, 2, 3 выполнены соотношения ∂ui
∂y
=
∂vi
∂x
.
Доказательство. Дифференцируя уравнения (3.11) и (3.12) по x и y, находим uy и vx как
функции от u и v. Тогда, выражая v через u, получаем, что условие uy = vx эквивалентно выпол-
нению тождеств (3.9) и (3.10).
Лемма 1 означает, что в переменных u1, u2, u3 происходит «частичное» разделение перемен-
ных. А именно S = S1 + S2 + S3, где S — искомая функция действия, а функции Si определяются
из системы
∂
∂x
Si = ui,
∂
∂y
Si = vi.
Положим
u = 1
2
Zx
x− y
√
y − ξ
x− ξ , v = −
1
2
Zy
x− y
√
x− ξ
y − ξ .
Легко видеть, что пара (u, v) для любого ξ удовлетворяет соотношению (3.11). Кроме того,
нетрудно проверить, что если Z удовлетворяет (2.6), то ∂u
∂y
= ∂v
∂x
. Пользуясь этим фактом, вве-
дем функцию σ(x, y, ξ) такую, что
∂σ
∂x
= u, ∂σ
∂y
= v.
Ясно, что функция σ определена однозначно с точностью до прибавления произвольной функции
от переменной ξ. Для волчка Клебша
σ(x, y, ξ) = laarctan
√
x− ξ
ξ − y .
Во всех других известных примерах соответствующая функция Z в худшем случае выражает-
ся через квадратичные радикалы и σ всегда находится явно без каких-либо проблем. Положим
Y = ∂σ
∂ξ
.
После умножения соотношения (3.12) на множитель
−2
√
S1(x)
√
S2(y)
√
x− ξ√y − ξ (x− y)
ZxZy
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левая часть (3.12) может быть записана в виде
−k + hξ + y − ξ
x− y
(
V1 −
S1(x)Z
2
x
4(x− ξ)(x− y)
)
− x− ξ
x− y
(
V2 +
S2(y)Z
2
y
4(y − ξ)(x− y)
)
. (3.13)
Предложение 1. Пусть выполнены соотношения (2.6), (2.7). Тогда выражение (3.13)
является функцией переменных Y и ξ.
Доказательство. Обозначим функцию (3.13) через Ψ(x, y, ξ). Рассмотрим якобиан
J = ∂Ψ
∂x
∂Y
∂y
− ∂Ψ
∂y
∂Y
∂x
.
Заменяя ∂Y
∂y
и ∂Y
∂x
на ∂v
∂ξ
и ∂u
∂ξ
соответственно, нетрудно непосредственно проверить, что J тож-
дественно равен нулю в силу соотношений (2.6), (2.7).
Согласно предложению 1, соотношение Ψ(x, y, ξ) = 0 может быть записано в виде
Φ(ξ, Y ) = 0. Для практического нахождения функции Φ полезно положить y = x. После это-
го выражение Y (x, y, ξ) значительно упрощается и функция Ψ(x, x, ξ) легко выражается через ξ
и Y (x, x, ξ).
Уравнение Φ(ξ, Y ) = 0 задает кривую, в терминах дифференциалов на которой выражается
функция действия S.
Обозначим через ξk(x, y), где k = 1, 2, 3, корни кубического уравнения Ψ(x, y, ξ) = 0.
Теорема 2.Функция действия S имеет вид
S(x, y) =
3∑
k=1
(
σ(x, y, ξk)−
ξk∫
Y (ξ) dξ
)
, (3.14)
где Y (ξ) — функция на кривой Φ(ξ, Y ) = 0.
Доказательство. Имеем
∂
∂x
S(x, y) =
3∑
k=1
σx(x, y, ξk) +
3∑
k=1
{σξ(x, y, ξk)− Y (ξk)}ξk,x =
3∑
k=1
uk = p1.
Аналогично
∂
∂y
S(x, y) = p2.
Как обычно, формулы типа (3.6) получаются дифференцированием функции действия по па-
раметрам h, k. Однако поскольку у нас есть не две, а три функции ξi(s1, s2), между ними имеется
алгебраическая связь. Алгебро-геометрическая интерпретация этой связи и получение общего
решения в терминах θ-функций рода6 4 в духе работы [14] является технической задачей, кото-
рая может быть решена для любой пары гамильтонианов (2.3)–(2.5).
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